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Подгруппа H называется модулярной в группе G, если она является модулярным элементом (в смысле Куроша) решет-
ки L(G) всех подгрупп группы G. Модулярным ядром mGH  подгруппы H в группе G называется подгруппа, порожден-
ная всеми теми подгруппами из H, которые модулярны в G. В работе введены следующие понятия. Подгруппа H груп-
пы G называется m-добавляемой (m -субнормальной) в G, если в G существует такая подгруппа (такая субнормальная 
подгруппа соответственно) K, что  и G HK= mGH K H∩ ≤ . Доказаны следующие теоремы.  
Теорема A. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда каждая её силовская подгруппа является m-
добавляемой в G.  
Теорема B. Группа G является разрешимой тогда и только тогда, когда каждая её максимальная подгруппа является 
m-субнормальной в G. 
 
Ключевые слова: конечная группа, разрешимая группа, субнормальная подгруппа, модулярная подгруппа, модулярное 
ядро, m-добавляемая подгруппа, m-субнормальная подгруппа. 
 
A subgroup H of a group G is called modular in G if H is a modular element (in sense of Kurosh) of the lattice L(G) of all sub-
groups of G. The subgroup of H generated by all modular subgroups of G contained in H is called the modular core of H and 
denoted by mGH . In the paper, we introduce the following concepts. A subgroup H of a group G is called m-supplemented (m-
subnormal) in G if there exists a subgroup (a subnormal subgroup respectively) K of G such that G HK=  and mGH K H∩ ≤ . 
We proved the following theorems.  
Theorem A. A group G is soluble if and only if each Sylow subgroup of G is m-supplemented in G.  
Theorem B. A group G is soluble if and only if every its maximal subgroup is m-subnormal in G. 
 
Keywords: finite group, soluble group, subnormal subgroup, modular subgroup, modular core, m-supplemented subgroup, m-
subnormal subgroup. 
 
 
Введение 
Все рассматриваемые в данной работе 
группы конечны. Элемент  решетки  назы-
вается модулярным (в смысле Куроша), если вы-
полняются следующие условия:  
m L
(1) ( ) ( )x m z x m z∪ ∩ = ∪ ∩  для всех 
      x z L, ∈  таких, что x z≤ ;  
(2)  для всех ( ) ( )m y z m y z∪ ∩ = ∪ ∩
      y z L, ∈  таких, что .  m z≤
Имея дело с решеткой  всех подгрупп 
группы G, мы приходим к понятию модулярной 
подгруппы группы G.  
( )L G
Определение 0.1. Подгруппа М группы G 
называется модулярной подгруппой в G, если 
выполняются следующие условия:  
(1) X M Z X M Z, ∩ = , ∩  для всех 
X G Z G≤ , ≤  таких, что X Z≤ ;  
(2) M Y Z M Y Z, ∩ = , ∩  для всех 
 таких, что Y G Z G≤ , ≤ M Z≤ .  
Понятие модулярной подгруппы впервые 
было введено в работе Р. Шмидта [1] и оказалось 
полезным в вопросах классификации составных 
групп. В частности, в монографии Р. Шмидта [2, 
глава 5] модулярные подгруппы были использо-
ваны для получения новых характеризаций 
сверхразрешимых групп. Дополняя эти результа-
ты, в данной работе мы используем модулярные 
подгруппы для получения новых характеризаций 
разрешимых групп. Основными нашими инстру-
ментами являются следующие понятия.  
Определение 0.2. Пусть H G≤ . Подгруппу, 
порожденную всеми теми подгруппами из H, 
которые модулярны в G, назовем модулярным 
ядром подгруппы H в группе G и обозначим mGH .  
Определение 0.3. Подгруппу H группы G на-
зовем m-добавляемой в G, если в G существует 
такая подгруппа K, что G=HK и   mGH K H∩ ≤ .
Определение 0.4. Подгруппу H  группы  
назовем m -субнормальной в , если в  суще-
ствует такая субнормальная подгруппа , что 
G
G G
K
G HK=  и mGH K H∩ ≤ .   
Легко видеть, что в общем случае -
добавляемые подгруппы не являются -
субнормальными, а -субнормальные подгруп-
пы не являются модулярными. В то же время, 
m
m
m
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всякая модулярная подгруппа является m-
субнормальной. Отметим также, что каждая суб-
нормальная подгруппа является m-субнормаль-
ной, а каждая дополняемая подгруппа является 
m-добавляемой.  
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Целью данной работы является доказатель-
ство следующих двух результатов.  
Теорема A. Группа G разрешима тогда и 
только тогда, когда каждая её силовская под-
группа является m-добавляемой в G.  
Теорема B. Группа G является разрешимой 
тогда  и  только  тогда, когда каждая её мак-
симальная  подгруппа  является m-субнормаль-
ной в G.  
 
1 Предварительные результаты 
Следующие свойства модулярных подгрупп 
будут использованы в данной работе.  
Лемма 1.1 [2, глава 5, раздел 5.1]. Пусть  
– группа. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения:  
G
(а) если M1 и M2 – модулярные в G подгруп-
пы, то 1 2M M,  – модулярная в G подгруппа;  
(b) если  – нормальная в G  подгруппа, то 
 является модулярной в  подгруппой;  
N
N G
(c) если  – нормальная в  подгруппа, N G
M  – модулярная в  подгруппа, то G MN N/  – 
модулярная в  подгруппа;  G N/
(d) если ,  нормальна в  и N M G≤ ≤ N G
M N/  модулярна в , то G N/ M  модулярна в G ;  
(e) если 1M M G≤ ≤  и M  модулярна в , 
то 
G
M  модулярна в 1M ;  
(f) если ϕ  – изоморфизм группы G на группу 
G , M  модулярна в G, то M ϕ  модулярна в G ;  
(g) если M  – модулярная в  подгруппа, 
то 
G
H M∩  – модулярная в H  подгруппа для 
всех H G≤ .  
Следующая лемма очевидна.  
Лемма 1.2. Пусть G – группа, H нормальна 
в G и 1 2 nM M M, ,...,  – некоторый такой набор 
подгрупп из G, что 1 2iH M i n≤ , = , ,..., . Тогда 
1 2 1 2n nM H M H M H M M M H/ , / , ..., / = , ,..., / .  
Следующая наша лемма показывает, что 
модулярное ядро обладает свойствами, аналогич-
ными свойствам нормального ядра подгруппы.  
Лемма 1.3. Пусть G – группа и H K G≤ ≤ . 
Тогда справедливы следующие утверждения:  
(1) mGH  – модулярная в G подгруппа и 
G mGH H≤ ;  
(2) mG mKH H≤ ;  
(3) если H нормальна в G, то  
( )( )m G H mGK H K// = H/ ; 
(4) mGH  – нормальная в H  подгруппа.  
Доказательство. (1) Пусть 1 2 nM M M, , ...,  – 
набор  всех  тех  модулярных  в  G подгрупп, 
которые содержатся в H. Тогда 
1 2 n mGM M M H, , ..., =  и, значит, mGH  – моду-
лярная в G подгруппа по лемме 1.1 (a). По лемме 
1.1 (b) всякая нормальная в G подгруппа являет-
ся модулярной в G подгруппой. Значит, 
G mGH H≤ .  
(2) Применяя лемму 1.1 (e), мы видим, что 
множество всех модулярных в G подгрупп из H 
содержится во множестве всех модулярных в K 
подгрупп из H. Значит, mG mKH H≤ .  
(3) Пусть 1 2 nM H M H M H/ , / , ..., /  – набор 
всех тех модулярных в  подгрупп, которые 
содержатся в 
G H/
K H/ . Тогда  
 
( ) 1 2( )m G H nK H M H M H M/ H/ = / , / , ..., / . 
 
Согласно лемме 1.2,  
 
1 2 1 2n nM H M H M H M M M H/ , / , ..., / = , , ..., / .  
 
По лемме 1.1 (d), 1 2 nM M M, , ...,  – модулярные в 
G подгруппы, которые содержатся в K . Значит, 
( ) 1 2( )m G H n mGK H M M M H K/ H/ = , ,..., / ⊆ / .   
Если же 1 2 tK K K, , ...,  – набор всех модуляр-
ных в G подгрупп, содержащихся в K, то 
1 2mG tK K K K= , ,..., . Согласно лемме 1.1 (c), 
iK H H/  – модулярная в  подгруппа, и, оче-
видно, 
G H/
1iK H H K H i t/ ⊆ / , = ,..., .  Значит, 
 Таким образом, ( )( )mG m G HK H K H // ⊆ / .
 
( )( )m G H mGK H K// = H/ . 
 
(4) Из mGH H⊆  следует, что ( )hmGH H⊆  
для любого h H∈ . Так как mGH  модулярная в 
 подгруппа, то ( )  модулярная в  под-
группа по лемме 1.1 (f). Значит, 
G hmGH G
( )hmG mGH H⊆ , а 
это влечет ( )hmG mGH H= . Таким образом, mGH  
нормальна в H . Лемма доказана.  
В дальнейшем нам потребуются следующие 
свойства субнормальных подгрупп.  
 
Лемма 1.4. Пусть  – группа и G
A K G B G≤ ≤ , ≤ . Тогда справедливы следующие 
утверждения:  
(1) если A  – субнормальная в  подгруппа, 
то 
G
A B∩  – субнормальная в  подгруппа [3, 
глава A, лемма 14.1 (a)];  
B
(2) предположим, что A – нормальная в G 
подгруппа. Тогда и только тогда K A/  – субнор-
мальная в  подгруппа, когда K – субнормаль-
ная в G подгруппа [3, глава A, лемма 14.1 (b)];  
G A/
(3) если A  и  – субнормальные в  под-
группы, то 
B G
A B∩  – субнормальная в  под-
группа [3, глава A, следствие 14.2];  
G
(4) если A  и  – субнормальные в  под-
группы, то 
B G
A B,  – субнормальная в  под-
группа [3, глава A, теорема 14.4];  
G
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(5) если A  субнормальна в  и  является 
минимальной нормальной в  подгруппой, то 
 [3, глава A, лемма 14.3].  
G B
G
( )GB N A≤
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Символом ( )Z GU  обозначают наибольшую 
нормальную подгруппу группы , у которой все 
-главные факторы цикличны.  
G
G
Лемма 1.5 [2, глава 5, теорема 5.2.5]. Если 
подгруппа H модулярна в G, то  
( )G G GH H Z G H/ ⊆ /U . 
Лемма 1.6 [2, глава 5, лемма 5.1.2]. Если M  
является максимальной модулярной подгруппой 
группы , тогда либо G M  нормальна в , либо 
 является неабелевой группой порядка , 
где ,  – простые числа.  
G
GG M/ pq
p q
Общие свойства -добавляемых и -суб-
нормальных подгрупп описывают следующие 
две леммы.  
m m
Лемма 1.7. Пусть  – группа. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:  
G
(1) если H  является -субнормальной в  
подгруппой, 
m G
H M G≤ ≤ , то H  является -
субнормальной в 
m
M  подгруппой;  
(2) пусть  нормальна в  и . То-
гда и только тогда 
N G N H≤
H  является m -субнор-
мальной в  подгруппой, когда G H N/  является 
-субнормальной в  подгруппой;  m G N/
(3) пусть π  – некоторое множество про-
стых чисел,  – нормальная N π ′ -подгруппа в  
и 
G
H  – π -подгруппа в . Если G H  является m -
субнормальной в  подгруппой, то G HN N/  явля-
ется m -субнормальной в  подгруппой;  G N/
(4) пусть H G≤  и . Если L явля-
ется m-субнормальной в G подгруппой, то L яв-
ляется модулярной в G подгруппой и .  
( )L H≤ Φ
( )L G≤ Φ
Доказательство.  
(1) Если HK G= , mGH K H∩ ≤ ,  суб-
нормальна в , то 
K
G ( )M M G H M K= ∩ = ∩  и 
 по лемме 
1.3. По лемме 1.4 (1) подгруппа 
( ) mG mMH M K H K H H∩ ∩ = ∩ ≤ ≤
M K∩  является 
субнормальной в M  подгруппой и, значит, H  
является -субнормальной в m M .  
(2) Предположим, что H N/  является m-суб-
нормальной в G/N подгруппой. Тогда существует 
субнормальная подгруппа K N/  из G/N такая, 
что G/N=(H/N)(K/N) и  
( )( ) ( ) ( )m G NH N K N H N // ∩ / ≤ / . 
Тогда , а по лемме 1.3(3) имеет место G HK=
( )( )m G N mGH N H// = N/ , что влечет  
( ) ( ) mGH N K N H/ ∩ / ≤ /N . 
Значит, mGH K H∩ ≤  и так как H является суб-
нормальной в G подгруппой согласно лемме 
1.4 (2), то H является m-субнормальной в G.  
Обратно,  если H  является m-субнор-
мальной в G подгруппой, то существует такая 
субнормальная в  подгруппа G K , что G HK=  
и mGH K H∩ ≤ . Покажем, что H N/  является -
субнормальной в  подгруппой. По лемме 
1.4 (4) подгруппа 
m
G N/
KN  субнормальна в , а по 
лемме 1.4 (2) подгруппа 
G
KN N/  субнормальна в 
. Так как G N/ HKN HK G= = , то 
( )( )H N KN N G N/ / = / . Из mGH K H∩ ≤  получа-
ем, что  
( ) ( ) ( )
( ) .mG
H N KN N H KN N
N H K N H N
/ ∩ / = ∩ / =
= ∩ / ≤ /  
По лемме 1.3 (3) имеем . 
Значит, 
( )( )mG m G NH N H N // = /
( )( ) ( ) ( )m G NH N KN N H N // ∩ / ≤ /  и H N/  
является m -субнормальной в G N .  /
(3) Если H  является -субнормальной в 
 подгруппой, то существует такая субнор-
мальная в  подгруппа 
m
G
G K , что  и G HK=
mGH K H∩ ≤ . Так как G K KNπ π π′ ′= = ′ , то 
K N N Nπ π′ ′∩ = = . Значит, . Ясно, что N K≤
( )( )HN N K N G N/ / = /  и  
( )( ) ( ) ( ) ( )m G NHN N K N H K N N HN N // ∩ / = ∩ / ≤ /   
по лемме 1.1 (с), а по лемме 1.4 (2) факторгруппа 
K N/  субнормальна в . Таким образом, G N/
HN N/  является -субнормальной в  под-
группой. 
m G N/
(4) Если L является -субнормальной в  
подгруппой, то существует субнормальная в  
подгруппа 
m G
G
K  такая, что  и . 
Так как 
LK G= mGL K L∩ ≤
( )L H≤ Φ , то  
( )H H G L H K H K= ∩ = ∩ = ∩ . 
Значит, mGL H K L≤ ∩ ≤  и получаем, что L мо-
дулярна в G. Если LФ(G), то существует макси-
мальная в G подгруппа M такая, что LM=G. Так 
как ( )H H G L H M H M M= ∩ = ∩ = ∩ ≤ , то 
G LM HM M G= ≤ ≤ < . Получили противоре-
чие. Значит, ( )L G≤ Φ . Лемма доказана.  
Лемма 1.8. Пусть G – группа. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения:  
(1) если H  является m -добавляемой в  
подгруппой, 
G
H M G≤ ≤ , то H  является m -
добавляемой в M  подгруппой;  
(2) пусть  нормальна в  и . То-
гда и только тогда 
N G N H≤
H  является m -добавляемой 
в  в подгруппой, когда G H N/  является m -
добавляемой в G N  подгруппой;  /
(3) пусть π  – некоторое множество про-
стых чисел,  – нормальная N π ′ -подгруппа в  
и 
G
H  – π -подгруппа в . Если G H  является -
добавляемой в  подгруппой, то 
m
G HN N/  являет-
ся m -добавляемой в G N  подгруппой;  /
(4) пусть H G≤  и . Если L явля-
ется m-добавляемой в G подгруппой, то L явля-
ется модулярной в G подгруппой и .  
( )L H≤ Φ
( )L G≤ Φ
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Доказательство. Проводится аналогично 
доказательству леммы 1.7.  
Нам потребуется следующий результат 
Ф. Холла о разрешимых группах.  
Лемма 1.9 [4, глава VI, теорема 2.3]. Группа 
разрешима тогда и только тогда, когда каждая 
её силовская подгруппа дополняема.  
 
2 Доказательство теорем A и B 
Доказательство теоремы A. Прежде пред-
положим, что любая силовская подгруппа из  
является -добавляемой в . Покажем, исполь-
зуя индукцию по порядку 
G
m G
G , что группа  
разрешима. Пусть  – силовская -подгруппа 
из . Допустим, что 
G
P p
G 1mGH P= ≠ . Тогда по лем-
ме 1.3 (1) подгруппа H  модулярна в , а по 
лемме 1.5 имеет место 
G
( )G G
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GH H Z G H/ ⊆ /U . 
Предположим, что 1GH ≠ . Тогда . 
Пусть  – минимальная нормальная в  под-
группа, содержащаяся в . По условию теоре-
мы  является -добавляемой в . Значит, по 
лемме 1.8 (2) подгруппа  является -
добавляемой в . Ясно, что  является си-
ловской -подгруппой из . Поэтому если 
 – произвольная силовская -подгруппа из 
, то 
1G GH P⊆ ≠
L G
GP
P m G
P L/ m
G L/ P L/
p G L/
1P L/ p
G L/ 1 ( )xLP L P L/ = /  для некоторого xL G L∈ / . 
Таким образом,  является -добавляемой в 
 подгруппой.  
1P L/ m
G L/
Пусть теперь  – силовская -подгруппа 
из  и . И пусть  – силовская -
подгруппа группы , где 
Q q
G L/ q p≠ Q q
D D L Q/ =  . Тогда  
является силовской -подгруппой в  и 
. Согласно условию теоремы,  явля-
ется -добавляемой в  подгруппой. Тогда по 
лемме 1.8 (3) получаем, что 
Q
q G
Q QL L= / Q
m G
QL L/  является -
добавляемой подгруппой в . Итак, каждая 
силовская подгруппа из  является -
добавляемой в . По индукции, мы может 
заключить, что  – разрешимая группа, а зна-
чит, группа G  также разрешима.  
m
G L/
G L/ m
G L/
G L/
Рассмотрим теперь случай, когда 1GH = . 
Тогда ( )GH Z G⊆ U , а значит, ( ) 1Z G ≠U . Но 
( )Z GU  – нормальная подгруппа в , и она име-
ет циклические -главные факторы. Пусть  – 
минимальная нормальная подгруппа из , со-
держащаяся в 
G
G L
G
( )Z GU . Тогда L q=  для некото-
рого простого числа . Рассмотрим силовскую 
-подгруппу  из . Тогда , а значит, 
. Но, как мы уже показали в таком случае, 
группа  разрешима.  
q
q Q G L Q≤
GL Q≤
G
Осталось рассмотреть случай, когда для 
любой силовской подгруппы  из  имеет ме-
сто 
P G
1mGP = . Так как по условию  является -
добавляемой в , то в  имеется такая под-
группа , что 
P m
G G
T PT G=  и , т. е.  
является дополнением к  в . Таким образом, 
каждая силовская подгруппа из  имеет допол-
нение в  и поэтому по лемме 1.9 группа  
разрешима.  
1mGP T P∩ ≤ = T
P G
G
G G
Если же группа  разрешима, то по лемме 
1.9 каждая её силовская подгруппа имеет допол-
нение в  и поэтому является -добавляемой в 
. Теорема доказана.  
G
G m
G
Доказательство теоремы B. Прежде пред-
положим, что каждая максимальная подгруппа 
группы  является -субнормальной в ней. 
Покажем, что в этом случае  разрешима. До-
пустим, что это неверно и пусть  – группа ми-
нимального порядка, которая не разрешима, но 
каждая её максимальная подгруппа 
G m
G
G
M  является 
-субнормальной в . Доказательство разо-
бьём на следующие этапы.  
m G
1) Группа  не является простой.  G
Предположим, что  – простая группа и 
пусть M – произвольная максимальная подгруп-
па в . Тогда по условию теоремы M является 
-субнормальной в  и поэтому существует 
такая субнормальная в  подгруппа , что 
G
G
m G
G T
MT G=  и mGM T M∩ ≤ . Так как  – простая 
группа, то либо 
G
1T = , либо . Если T G= 1T = , 
то M G= , что противоречит максимальности M. 
Значит, T G= . Тогда  и, зна-
чит, 
mGM M T M= ∩ ≤
mGM M=  – модулярная подгруппа группы 
. Так как  – простая группа, то G G 1GM = . По 
лемме 1.6 получаем, что либо 1M =  и G p=  – 
простое число, либо G pq= , где ,  – про-
стые числа. В обоих случаях группа G является 
разрешимой. Полученное противоречие показы-
вает, что группа G не является простой.  
p q
2) В группе G имеется лишь одна мини-
мальная нормальная подгруппа R.  Кроме  того,  
R является неабелевой группой,  и ( )R G⊆ Φ/
( ) 1Z G =U .  
Пусть  – минимальная нормальная под-
группа в . И пусть 
R
G M R/  – произвольная мак-
симальная подгруппа группы . Тогда G R/ M  – 
максимальная подгруппа в . Так как по усло-
вию 
G
M  является -субнормальной в , то по 
лемме 1.7 (2) факторгруппа 
m G
M R/  является -
субнормальной в . Таким образом, условие 
теоремы переносится на . Но 
m
G R/
G R/ G R G/ < . 
Следовательно, по выбору группы  фактор-
группа  разрешима. Таким образом,  – 
единственная минимальная нормальная в  
G
G R/ R
G
В.А. Васильев, А.Н. Скиба 
 
подгруппа и  является неабелевой группой. В 
частности, отсюда следует, что  и 
.  
R
( )R G⊆ Φ/
( ) 1Z G =U
3) Если  – простой делитель порядка 
группы  и  – силовская -подгруппа в , 
то в  имеется такая максимальная подгруппа 
p
R P p R
G
M , что G R ,  и  не делит M= P M≤ p G M: .  
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Пусть  – простой делитель порядка груп-
пы  и  – силовская -подгруппа в . Тогда 
по лемме Фраттини . Ввиду 2), под-
группа . Пусть 
p
R P p R
( )GG RN P=
( )GN P G≠ M  такая максималь-
ная в  подгруппа, что . Тогда оче-
видно, что  не содержится в 
G ( )GN P M⊆
R M . Покажем, что 
 не делит p G M: . Действительно, пусть  – 
силовская -подгруппа группы  такая, что 
. Тогда  является силовской -
подгруппой в . Но . Поэтому 
. Тогда  нормальна в . Итак, 
. Таким образом,  не делит 
1P
p G
1P P⊆ 1P R∩ p
R 1P P R⊆ ∩
1P P R= ∩ P 1P
1 ( )GP N P⊆ p G M: . 
Утверждение 3) доказано.  
Поскольку M  является -субнормальной 
в , то в  имеется такая субнормальная под-
группа T , что  и .  
m
G G
G MT= mGT M M∩ ≤
4) .  1T M∩ =
Для доказательства утверждения 4) доста-
точно лишь показать, что . Допустим 
противное, т. е. . Так как  и 
 – единственная минимальная нормальная под-
группа группы , то . Поскольку 
1mGM =
1mGH M= ≠ R M⊆/
R
G 1GM =
GH H M≤ ≤ , то  влечёт 1G GH M≤ = 1GH = . По 
лемме 1.5 и 1.3 (1) получаем, что ( )GH Z G⊆ U . 
Согласно утверждению 2), , но ( ) 1Z G =U
1GH ≠ . Полученное противоречие показывает, 
что , а значит, .  1mGH M= = 1T M∩ =
5) Если L – минимальная субнормальная 
подгруппа группы G, содержащаяся в T, то 
.  L R⊆
Пусть  – минимальная субнормальная 
подгруппа группы , содержащаяся в , и 
пусть  – нормальное замыкание подгруппы  
в . Тогда  и . Допустим, что 
. Тогда  является субнормальной 
подгруппой в  по лемме 1.4 (3) и 
. Так как  является минимальной 
субнормальной подгруппой в , то 
L
G T
GL L
G 1GL ≠ GR L⊆
L R⊆/ L R∩
G
1 L R L⊆ ∩ ⊆ L
G 1L R∩ = . 
По лемме 1.4(5) подгруппа . Следова-
тельно, 
( )GR N L≤
L R LR L R, = = × . Но тогда . 
Значит, . Так как  нормальная в 
 подгруппа и  – единственная минимальная 
нормальная подгруппа группы , то . 
Значит,  является абелевой группой. Получен-
ное противоречие показывает, что .  
( )GL C R⊆
( ) 1GC R ≠ ( )GC R
G R
G ( )GR C R⊆
R
L R⊆
Заключительное противоречие.  
Так как  – минимальная нормальная под-
группа группы , то , где 
R
G 1 2 tR A A A= × ×...×
1 2 tA A A A≅ ≅ ... ≅ ≅ , где A  – простая неабелева 
группа. Так как  – минимальная субнормаль-
ная подгруппа группы , то  – минимальная 
субнормальная подгруппа группы . Значит, 
для некоторого   имеет место 
L
G L
R
i ( 1 )i = ,..., t
iL A A= ≅ . Ясно, что  – делитель порядка p A . 
Тогда  делит p L . Так как L  делит T  по тео-
реме Лагранжа, то получаем, что  делит p T . 
Согласно 4), G TM=  и . Следователь-
но, 
1T M∩ =
G T M G M M= = :  и тогда T G M= : . 
Но  не делит p G M: . Значит,  не делит p T . 
Это противоречие показывает, что  – разре-
шимая группа. Теорема доказана.  
G
 
3 Некоторые приложения теорем A и B 
В данном разделе мы рассмотрим некото-
рые приложения теорем A и B.  
Основным понятием работы [5] является:  
Определение 3.1. Подгруппа H  группы  
называется c -нормальной в , если существу-
ет такая нормальная подгруппа  из , что 
G
G
T G
TH G=  и GH K H∩ ⊆ .   
В дальнейшем в работах [6], [7], [8] было 
введено следующее обобщение этого понятия.  
Определение 3.2. Подгруппа H  группы  
называется c -дополняемой в , если существу-
ет такая подгруппа 
G
G
K  из , что  и G G HK=
GH K H∩ ⊆ .   
Еще одно обобщение понятия -
нормальной подгруппы было предложено в ра-
ботах [9] и [10].  
c
Определение 3.3. Пусть H  – подгруппа 
группы . Тогда G H  называется -субнормаль-
ной [9] или слабо -нормальной [10], если суще-
ствует такая субнормальная подгруппа  из 
, что 
c
c
T
G HT G=  и GH T H∩ ⊆ .   
Следующие известные результаты вытека-
ют из доказанных нами теорем A и B.  
Следствие 3.4 (Джараден [9, теорема 1], 
Жу, Го, Шам [10, теорема 1]). Если каждая си-
ловская подгруппа группы  является c -
субнормальной в G , то G  разрешима.  
G
Следствие 3.5 (Ванг [8, теорема 2.4]). 
Пусть  – конечная группа. Группа  разре-
шима тогда и только тогда, когда каждая си-
ловская подгруппа группы  является -
дополняемой в G .  
G G
G c
Новые характеризации конечных разрешимых групп 
 
Следствие 3.6 (Ванг [5, теорема 2]). Группа 
 является разрешимой тогда и только тогда, 
когда каждая её максимальная подгруппа явля-
ется c -нормальной в G .  
G
5. Wang, Y. c-normality of groups and its prop-
erties / Y. Wang // J. Algebra. – 1996. – Vol. 180. – 
P. 954–965.  
6. Ballester-Bolinches, A. On complemented 
subgroups of finite groups / A. Ballester-Bolinches, 
X.Y. Guo // Arch. Math. – 1999. – Vol. 72. – 
P. 161–166.  
Следствие 3.7 (Джараден [9, теорема 2]). 
Группа  является разрешимой тогда и только 
тогда, когда каждая её максимальная подгруппа 
является c -субнормальной в G .  
G
7. Ballester-Bolinches, A. c-supplemented sub-
groups of finite groups / A. Ballester-Bolinches, 
Y. Wang, X.Y. Guo // Glasgow Math. J. – 2000. – 
Vol. 42. – P. 383–389.  
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